6. ISTATISTIK DAGILIM FONKSiYONLARI

Bu béliimde sitirekli tiirden bir rastgele degiskenin kitle uzaymdaki(domain) degisimini
matematik olarak tasvir etmeye yarayan dagilim fonksiyonlarindan bazilar ele
alinmaktadir. Konu bir rastgele degisken oldugunda; o zaman ilgili dagilim da tek
degiskenli(univariate) bir dagilim fonksiyonu, konu birden fazla degisken oldugunda,
0 zaman dagilim ¢ok degiskenli(multivariate) bir dagilim fonksiyonu olmaktadir.
Ancak, fiziksel ya da dogal olaylarla ilgili gézlemler; benzer 6zelliklere sahip jeodezik
gozlemler de, normal dagilimda olduklarindan burada; sadece normal dagilim ve
onunla ilgili;

e t-Student Dagilimi
e y®>—Dagilim
e F-Fisher Dagilimi

bi¢iminde ele alinacaktir. Bunlarla ilgili matematiksel 6zellikler 6zet alarak verildikten
sonra, gerekli hesaplamalarin veya ilgili tablolarin nasil kullanilacagina iliskin bazi
sayisal ornekler verilerek konu daha da kolay anlasilir hale getirilmeye ayrica 6zen
gosterilecektir.

6.1. NORMAL DAGILIM

Normal dagilim fonksiyonu sozciigii ilk defa 1889 yilinda Gaulton tarafindan
kullanilmis bir kelimedir. Ancak, daha sonralar1 bazi 6zel kullanim amagclar1 ig¢in
bunun yaninda Gauss dagilim fonksiyonu veya kisaca ¢an egrisi terimlerinin de
kullanildigr 1ilgili kaynaklardan goriilmektedir. Boyle bir fonksiyon bagimsiz
degiskenlerin sayisina gore;

o tek boyutlu (yada tek degiskenli) normal dagilim fonksiyonlari,
e ¢ok boyutlu (yada ¢ok degiskenli) normal dagilim fonksiyonlar

biciminde ele almabilirler. Tek boyutlu normal dagilim fonksiyonlar1 diizlemde bir
alan tanimlarken, ¢ok boyutlu normal dagilim fonksiyonlar1 n boyutlu uzayda daima
bir yiizey veya hacim belirlemektedir. her seyden once, bir deny sonucunda elde
edilmis sonlu sayidaki verilerin istatistik hipotez testleri kullanilarak analiz edilmeleri
acisinda oncelikle bu dagilimlarin genel 6zelliklerinin bilinmesi gerekir. Bu nedenle,
burada her bir dagilim genel durumuyla 6zet de olsa ele alinarak incelenmektedir.

6.1.1. Tek Degiskenli Normal Dagilim Fonksiyonu

Tek degiskenli bir normal dagilim fonksiyonu i¢in bdyle bir amaca yonelik matematik
ifadesi,

I=Texp(=y?/2) dy 6-51

entegral bagntisindan faydalanilarak elde edilebilir. Boyle bir entegral degerinin
hesabi icin;
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seklinde kartezyen koordinatlara gére verilmis olan bir entegral isleminde, kartezyen
koordinat degerleri;
cosf
{y } - 1{ , } 6-53
z siné

kutupsal koordinat doniistimii yapilarak , (6-52) bagintisinin bu koordinatlar cinsinden
bir ifadesi olan,
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entegral bagintisinda entegral alinarak sinir degerlerinin yerine yazilmast ile,
I*=2r

bi¢iminde elde edilir. Neticede; buradan goriilecegi gibi, (6-51) fonksiyonunun
entegral degeri de;

I1=02n)"? 6-55

kadar olur. (6-51)” deki entegral islemi sonucunda; degeri (6-55) de verildigi gibi
I=2x)"? degerine esit oldugundan; o zaman (6-51) deki entegral bagntisi da;

?#exp (—y2/2) dy=1 6-56

seklinde ifade edilebilir.

Bu sekildeki bir entegral alma isleminde entegral bagintisinin degiskeni i¢in, a ve b
herhangi bir say1 olmak {izere;

X—a

b

y= ;b 6-57

seklinde bir degisken doniisiimii yapilirsa; sonucta entegral bagintisi,
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seklini alir.



Bu (6-58) entegral bagintisi incelendiginde, bunun bir rastgele degiskenle ilgili dagilim
(kiimiilatif dagilim) fonksiyonu Ozelliklerine sahip oldugu agik¢a goriilmektedir.
Buradan(6-58) bagintisinin tiirevinin alinmasi ile, boyle bir dagilim fonksiyonuna
karsilik gelen olasilik ya da yogunluk (frekans) fonksiyonu; (6-58) entegralinin
diferansiyeli olan,

1 (x—a)*
f(X)=————— exps—~——~— burada - X 6-59a

bi¢imindeki istel bir fonksiyon olarak elde edilir. Burada; x degeri dagilim ve
olasilik fonksiyonlarinin degisken parametresini, a ve b degerleri de bu
fonksiyonlarinin dagilim parametrelerini temsil etmektedir.

Cogu uygulamalarda; rastgele degiskenlerin dagilim ya da olasilik fonksiyonlarinda
genel bir gosterim olarak; a igin u  degiskenin umut degeri ve 5% ici de o
varyans degeri kullanilmaktadir. O zaman (6-59a) fonksiyonu ile verilmis olan
olasilik ya da diger adiyla yogunluk fonksiyonu,

1 (x =)
f(X)=—————— expi——~22- burada - X{ + 6-59b
) o(2r)"? p{ 207 P X e

seklinde ifade edilir.

Uygulamada bu fonksiyonun temsil ettigi egri de ¢an bigiminde oldugundan Can
egrisi, Gauss dagilim egrisi ya da Normal dagilim egrisi olarak adlandirilir.

(6-59b) fonksiyonlarindaki x degiskeninin siirekli tiirden bir rastgele degisken
oldugundan bu f(X) olasilik fonksiyonu da siirekli tiirden bir rastgele degiskenin

olasilik fonksiyonunu gostermektedir.

Ayni sekilde, (6-59b) olasilik fonksiyonunun, (6-58) ‘deki ifadeye benzer sekilde ifade
edilmis entegrali bigimindeki,

FOO =T fodx= [ —2— exp{-M}dx:

S o(2m)'? 20

i _(x=p)?
| exp{ Toa? }dx

- o(2r)"? 2

6-59c

(6-59¢) dagilim fonksiyonu da siirekli bir degiskenin dagilim fonksiyonu olmaktadir.
(6-58) deki 6zellikten dolay1 (6-59¢) entegralinin degeri de,

F(x) = Tf (x)dx = ;T exp{— M}dx =

o(2r)"? 2 20°

= F(+0) — F(=0) =1-0=1

6-59c

olmaktadir.

Burada, tekrar vurgulamak gerekirse; siirekli tiirden rastgele degiskenler yerine
diskint( ayrik) tirden rastgele degiskenlerin kullanilmasinin s6z konusu oldugu



problemlerde ise, yukarida sozii edilen entegral alma islemi yerine toplam ifadesi
kullanilarak ayni islemler yapilir.

6.1.2 Moment Ureten Fonksiyonlar

Bir normal dagilimimn moment iireten fonksiyonlari, 4.1.1 paragrafinda anlatilanlara
benzer sekilde hareket edilerek, normal dagilim i¢in g(x) =e"™ alarak,
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Ny tx x 1 ( - )2
M0 = [e"F () dx = I e Wexp{— xzbj }dx 6-60

seklinde verilebilir. Burada; bir degisken doniisiimii i¢in

X—a

b

y= —bt

ifadesi yazilarak, bu ifadeden x elemani ¢ekildiginde,
x=by+b*t+a

olarak elde edilir. Daha sonra bunun (6-60) da yerine yazilmasindan,
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2.2
M(t) = J‘exp{t(by+b21+a)}wexp{_ %} b dy

—00

b2t? 1 —y2
= exp< at + ex d 6-61
p{ 2 H am? SR

—00

bagintis1 elde edilerek, burada gerekli islemlerin yapilmasi neticesinde; bir normal
dagilimin M(t) moment iireten fonksiyonlari i¢in nihai sonug,

b*t*
M(t) = exp{at + 5 } 6-62

olarak elde edilebilir.

Buradan, daha onceki konularda (4-10d) ifadesi ile verilmis olan bir dagilimm u
ortalamasi ya da umut degeri, onun moment iireten fonksiyonu ile

M)

ot =M ©)

seklinde iliskili oldugu bilinmektedir. Normal dagilim igin boyle bir iliski;



M (t) = M (t)(a+Db%t)

ve t elemani icin de t =0 alinirsa bunun sonucunda, normal dagilimim umut
degeri yada parametresi,

wu=M (0)=a 6-63

olarak bulunur.
Benzer sekilde, (4-10e) denkleminde verilmis olan, normal dagilimin ikinci merkezsel

momenti olan dagilimm o2 varyansi da;
o2 =M"©0) - ©O)f

seklinde hesaplanabilir. Bu bagintinin kullamlmasi ile bir normal dagilimin o degeri
hesaplandiginda;

M () =M@ B>+ M) (a+b*t2)?
ve buradan da;

o2 =M (©0)- M O)f = (b +a>)—a? =b? 6-64
olarak elde edilir.

Sonugta, bu agiklamalarin 15181 altinda (6-59) da verilmis olan normal dagilimin
olasilik fonksiyonu ux ve o’ parametrelerine gore;

f(x):ﬁexp{—(x_”)z} © —o0( X (+0 6-65a

20
seklinde yazilabilir.

Benzer sekilde, # ve o parametreleri de kullanilarak, normal dagilim fonksiyonu
da,

_F __ 1 =t
F(x)= _{Of(x)dx_ | exp{ = }dx_ 6-65b

o(2r)"? 2
= F(+0) - F(—0)=1-0=1

seklinde ifade edilmis olur.

Tekrar soylemek gerekirse; bazi uygulamalarda bu sekilde ifade edilmis olan normal
dagilimin olasilik fonksiyonu igin,

n(u,c?) yada x-—>N(u,c?)



seklindeki bir kisa gosterim de kullanilmaktadir. Pratik anlamda, bu x — N(u,c?)

ifadesi; x rastgele degiskeni 4 ve o° varyansmna gore normal dagilimda olan bir
rastgele degiskendir seklinde okunur.

Ozetle, yapilan bu islemlerden normal dagilim i¢in moment iireten fonksiyonun,

2.2
M) = exp{,ut + “; } 6-66

seklindeki bir bagint1 oldugu verilebilir.

6.1.3 Normal Dagilimin Egrisi ve Ozellikleri

Bir normal dagilim ile ilgili,

B N el ) S e
f(x)_a(zﬂ)mexp{ } , ¢x (+

20

yogunluk fonksiyonu ya da daha pratik amaglara yonelik gdsterimler igin kullanilan
n(u,o?) yada x— N(u,o?) normal dagilim gosterimlerinde iki farkli
parametre degeri bulunmaktadir. Bunlardan biri x dagilim egrisinin umut degeri,

digeri de onun yayilmasinin bir dlgiiti olan o standart sapma degeridir. Bu iki
parametrenin alacagi farkl degerlere gore tek boyutlu bir normal dagilim fonksiyonun
bir diizlem dik kartezyen koordinat sisteminde grafigi ¢izildiginde Sekil 8°daki gibi bir
egrinin elde edilmis oldugu goriiliir.

f(x)
Al o(2m)"?

— 00 H—O U U+o X
Sekil 8: Normal dagilim egrisi

Sekil 8’dan goriilecegi gibi; bu normal dagilim egrisi, her zaman,

o u Parametresine gore simetriktit. Bu nedenle biitiin tek sayidaki ikinci

merkezsel momentleri toplami sifirdir,
o =E{x-1)*}=0 ; k=1,3,5,7...



o u=x lIcin 1/0Qn)"? degerinde Maksimum olur. Bunun standart degeri

0.399 gibi bir miktar olmaktadir. Bu aym zamanda normal dagilimin en
olasilikl yada tepe degeri olmaktadur.

o Yogunluk fonksiyonu + oo degerleri icin x eksenine asimtotiktir.

o x Ekseni ile f(x) yogunluk fonksiyonunun sinirladigr alan S giiven seviyesini
veya 1-S =a yamima olasiligini géstermektedir.

o f(x) Yogunluk fonksiyonu x = u+ o degerleri onun doniim noktalaridir.

e Bir normal dagilim icin, u, gercek degerinin X*to,, Xt20, Ve
X * 3o, simirlart arasina diisme olasilig,
P(-o, <x—u,<o,)=0.6827
P(—20, < x—u, <20,)=0.9545
P(-30, < X—u, <30,)=0.9973

kadar bir deger olmaktadir.
e Ayrica bir normal dagilim igin S =0.90, S =0.95 olasiliklarina gére giiven
alani sinirlar,

P(-1.6450, < X — 41, <1.6455,) = 0.90
P(-1.9600, < X— 11, <1.960c,) = 0.95

P(-2.5760, < Xx—u, <2.5760,)=0.99

degerinde olmaktadir.
e Bir normal dagilinun modu medyana egittir. Yani normal dagilim egrisinin
smirladigt alani,

[ f(x)dx=05

seklinde iki esit parcaya bolen m sinir degeri ayni zamanda onu Maksimum
yvapan en olasilikly degeri, diger bir ifade ile hem mod hem de medyan degerleri
olmaktadir.

e X — N(u,o°) Rastgele degiskenin P(x < 1) = 0.50 olmaktadir.

o Bu egrinin sinirladig: toplam alan,
S=[f(x)dx=1

daima 1 degerinde olmaktadir. Bu durum bir olayin mutlak yani; %100
ger¢eklesecegini gostermektedir

ozelliklerine sahip bir egri olmaktadir.
Uygulamada ¢ogu zaman, bu normal dagilim egrisi, bir ¢ana benzediginden dolay1

buna Can egrisi yada bir diger ifade ile Gauss dagilim egrisi de denmektedir.

6.1.4 Normal Dagilima Sahip Bir Rastgele Degiskenin Standartlastirilmasi

Eger bir x rastgele degisken x — N(u,c?) parametrelerine gore normal dagilima

sahipse, 0 zaman bunun standartlastirilmis (Normlandirilmis yada standart hale
getirilmig) durumdaki z yeni rastgele degiskeni;



seklindeki bir lineer doniisiim bagintisindan elde edilir. Neticede, z standartlagtirilmisg
z yeni rastgele degiskeni;

E{z}:E{X;"}{(E{x—ﬂ}):gm{x}—E{yb=§<y-y>:o

umut degeri ve

Efz}- E{(X‘“)2}=§(E{(x—y)2})=

O

- %(E{(xz —2xp+ ) = %(E{xz}— B2+ Efu? ) =

2

:%(E{xz}— 2UE{X}+ u?) :%E{xz}—yz :% =1

varyans degerlerine gore;
z—> N(0.1)

seklinde ifade edilebilen,

o Umutdegeri: u=0 sifir
e Varyansi : o’ =1 bir

olan bir normal dagilima sahip olur.

Matematik-istatistikte bir rastgele degiskenin bu sekilde esdeger 6zelliklere sahip bir
diger rastgele degiskene doniistiiriillmesi islemine; standartlastirma yada rastgele
degiskenlerin standartlagtiritlmasi islemi denir. Bunun yukarida, umut degerlerine gore
yapilmis agiklamasina gore de; siirekli tiirden bir rastgele degisken icin matematik
istatistik yasalarina gore bir diger agiklamasi asagidaki gibi yapilabilir.

Boyle bir standartlastirilmis z rastgele degiskenin bilinen Kiimiilatif dagilim
fonksiyonu;

F(2) = Pr(x;’“‘ <7)=P.(x< 70+ p)

ya da entegral ifadesi;

F(z) = ij _ exp{— M} dx

% o(2m)'? 20

olarak verilebilir. Burada; bir x rastgele degiskeni igin



rastgele degisken doniisiimii yapilarak standart hale getirilmis z rastgele degiskene
gore dagilim fonksiyonunun ifadesi;

F(z) = i#exp{— %} dz

ve buna karsilik gelen yogunluk fonksiyonu da; dagilimin fonksiyonunu degiskene
gore;

(-T2 _r
oz
seklindeki bir tiirevi oldugundan;
f@) =L exp(CL) 6-67
(272_)1/2 2

olarak verilebilir.

Bu sekilde (6-67) de elde edilmis olan bir yogunluk fonksiyonu ifadesinin; (6-65a)
bagmtisinda 1 =0 ve o’ =1 almarak elde edilecek ifadenin aymsi oldugu agik¢a
goriiliir.

Bu durumda; z-—> N(0,1) standart normal dagilimin tamimladigr egri,

x = N(u,c?) normal dagilim fonksiyonda dagilimin parametreler i¢in 4 =0 ve

o’ =1 oldugu dikkate alinarak elde edilen fonksiyonun tanimladig1 egriye benzer
olur.

Neticede, her iki degiskene gore ifade edilen normal dagilim bagmtilar1 birbirleriyle
baglantili ve esdeger ifadeler olurlar. Ayn1 zamanda bdyle bir egri normal dagilim
egrisine, yukarida sozii edilen durumlara benzer sekildeki,

o x =0 Parametresinin belirledigi diisey eksene gore simetriktir,
o x=0Icin 1/o(2x)"'? degerinde Maksimum olur,

e tooDegerleriicin x eksenine asimtotiktir,

o X =20 Degerleri onun doniim noktasidir,

e Modu meydanina esittir,

. Tf (x)dx=1 Olmaktadir

ozelliklere de sahip olur.

6.1.5 Normal Dagihmla ilgili Hesaplamalar



Bir boyutlu normal dagilimin fonksiyonu iki parametre ile tanimlanir. Bunlardan birisi;
dagilmm x ortalama ya da umut degeri, bir digeri ise; dagilmm o varyans
degeridir. Bu parametrelerin belirledigi dagilima sahip bir rastgele degiskenin herhangi
bir smir degerinden kiigiik veya biiylik olma, ya da belli sinir degerleri arasina diigme
olasiligl, parametrelerin tanimladigi olasilik fonksiyonunun bu smnir degerleri
arasindaki entegral degerine esdeger olur. Ayni zamanda, dagilim yada olasilik
fonksiyonu da yogunluk fonksiyonunun bu sinir degerleri arasindaki entegral degeri
veya tanimladigi alan olmaktadir.

Bu alan, ayni zamanda, rastgele degisken icin anlamlilik(signifikant) seviyesini
gosteren S-giiven alanmi  temsil eder. Arda kalan, a=1-S dagilimin ug
kisimlarindaki alan da yanilma olasilifin1 gosteren giivensiz alan veya alanlar olur.
Istatistik anlamda olaylar1 agiklamak amaciyla, boyle bir degerin elde edilmesinde; her
seferinde olasilik fonksiyonunun sinir degerleri arasindaki entegralinin alinmasi
gerekmektedir. Olasilik fonksiyonlarinin iistel yapida bir fonksiyon olmasi nedeniyle,
entegrallerinin her seferinde alinmasi olduk¢a karmasik ve zaman alici matematiksel
islemler gerektirmektedir.

Uygulamada, giinimiiz teknolojisine paralel olarak hizli bilgisayarlarin kullanim
alanina girmis olmasmna ragmen, alisilagelen bir yol olarak, genellikle, bu gibi
karmagik  islemlerden kurtulmak i¢in, degiskenlerin gliven araliklarinin
hesaplanmasinda islemler yoniinden daha basit bir yol olan, parametreler i¢in z# =0 ve

o? =1 degerleri alinarak hesaplanmus, standart dagilim tablolarin kullanilarak
istenen sonuglara varilmasidir(Tablo 2).

Tablo 2: Standart Normal Dagilim Tablosu
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f(z)
S: Anlamhik seviyesine gdre dizenlenmis
F(z)

N

Standart Normal Dadilimin Dadiim Tahlosu

z

n

0,00 0,01} 0,02| 0,03} ¢,04)| 0,05} 0,06| 0,07} 0,08 0,02

.5000{.5040].5080|.5120{.51€.0|.5199|.5239|.5279} .5319| .5359
.5298).5438{.5478|.5517|.5557|.5596{.5636.5675}.5714|.5753
.5793|.58321.5871].5910}.5248|.5987.6026 | .6064|.6103|.6141
.6179|.6217].6256|.6293|.6331|.6368].6406|.6413|.6480|.6517
.6554|.6594 |.6628|.6664|.6700|.6736(.6772|.6808(.6844|.6879

- - .~
SRR SE ol =] 0o~ Wn WO

-

.6915/.6950|.6985].7019|.7054|.7088(.7123|.7157|.7190| . 7224
.7257|.72911.7324|.7357|.7389|.7422|.7454|.7486].7517(.7549
.7580].7611|.7642|.7673|.7704|.7734|.7764|.7794|.7823|.7852
.7881|.7910|.7939|.7967|.7995|.8022]|.8051|.8079|.8106|.8133
.8159|.81861.8212|.8238|.8264|.8289|.8315(|.8340|.8365| .8389

- -

-

OO0 90000

-

.8413|.8438|.8461|.8785|.8508|.8531|.8554|.8577(.8539(.8621
.8643|.8665].8686|.8708|.8729|.8749|.8770|.8790( .8810( .8830
.8849|.8869|.8888].8907|.8925|.8944|.8962|.8980|.8997|.9015
.5032| .90491.9066|.9082].9099|.9115|.9131|.9147|.9162| .9177
.9192|.92071.9222|.9236.9251|.9265|.5279(.9292|.9306| .9319

- =~

-

b
-

|,22332/.9345{.9357|.9370{.9382|.2394|.9406| .9418| .9429( . 9441
[ .9452].9463].9474|.9484.9495|.9505].9515(.9526|.9535] .9545
.9554|.9564(.9573|.9582{.9591|.9599].9608|.9616|.9625| .9633
.9641|.9649|.9656|.9664|.9671|.9678|.9686|.9693|.9639|.9706
.9713|.9719}.2726|.9732|.9738|.9744|.9750|.9756} . 9761 | .9767

=
LI B B T )

.97731.9778].9783|.9788|.9793|,9798| .9803|.9808|.9812|.9817
.9821|.9826|.9830|.9834|.9838|.9842 | .9846|.9850| .9854| . 9857
.9861|.9864|.9868|.9871|.9875|.9878|.9881 | .9884.9887| .9890
.9893|.9896|.9898|.9901|.9904|.9906|.9909|.9911|.9913|.9916
.9918/.9920(.9922(.99251.9927|.9929].9931|.9932|.9934}.9936

S w0 WO 00~ OV U

LR LV ]
T

2,5 | .9938|.9940|.9943|.9944|.9945|.9946|.9948].9949) .9951.9952
2,6 |.9953|.9955/.9956|.9957|.9959|.9960|.9961|.9962|.9963|.9%¢c4
2,7 | .9265|.9966|.9967|.9968|.9969.9970|.9971|.9972}.9973 +9974
2,8 | .9974|.9975|.9976|.99771.9977|.9978.9979(.9979| . 9980 .9981
2,9 | .9981].9982{.9983|.9983|.9984|.9984|.9984|.9985|.9986| .9986

o,0f0,2 {0,210,3|0,4)|0,5)]|0,]|0,7]|0,8]| 0,9

3,0 |.9987(.9990(.9993|.9995(,9997|.9997|.9998|.9998] .9999| .9999

Cok amaclh kullanima yonelik Onceden istatistikciler tarafindan hazir durumda
sunulmus olan bu tiir standart normal dagilim tablolarinin kolay kullanilabilir olmalari

icin kullanim parametreleri olarak; P, olasilik degerleri ile bu olasilik degerlerine

karsilik gelen z  standart rastgele degiskeni apsis degerleri tablolarin kullanim
parametreleri olarak secilmistir.

Bu tablolardan dogrudan alinacak veya ara degerler i¢in enterpolasyon yoluyla
hesaplanacak z apsis degeri; verilen olasilik degerine karsilik gelen dagilim
fonksiyonunun bagimsiz degiskenine iliskin herhangi bir 6zel yada smir degerlerini
gostermektedir.

Ayrica, normal dagilimim simetrik yapili bir dagilim olmasi nedeniyle, bu gibi tablolar
P.(0<z<+4) degerleri i¢in diizenlenerek, z=0.00 smir degerine karsilik gelen

P.(z =0.00) =0.5000 degerinden baslamaktadir. z standart rastgele degiskeninin
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alacagi negatif degerler icin olasilik degerleri normal dagilimin &zelliklerinden
faydalanarak tabloda verilmis olan mevcut degerlerden dogrudan hesaplanir. Tersi
yondeki hesaplamalar i¢in de durum ayni olmaktadir.

Uygulamada karsilasilan bir diger durum da; bazi normal dagilim tablolarinin S giiven
alani yerine @ =1—S yanilma olasiligina gore diizenlenmis olmalaridir(Ek 1: standart
normal dagilim tablosu). Ancak, boyle bir tablo diizenlemesi konunun ele alinig
bi¢iminden bagka hesaplamalar agisindan hi¢bir sorun teskil etmemektedir.

Direkt problemlerde; tabloya z apsis degeri girilerek ona karsilik gelen olasilik degeri
tablodan varsa hemen yoksa basit bir dogrusal enterpolasyonla hesaplanarak alinir.
Buna karsilik, invers ¢oziimlerde bunun tersi yol izlenerek verilen bir olasilik degerine
karsilik gelen z apsis degeri bulunur. Boyle bir invers islem igin, dnce verilen olasilik
degeri tabloda bulunarak, ona karsilik gelen z apsis degeri elde edilir.

f(x)

- 00

Sekil 9: Normal Dagilim Egrisi

Normal dagilimla iligkili problemlerin ¢oziimiinde temel esas; teorik deger P. ve z
ile tablo haline getirilmis normal dagilim degeri arasindaki iligkinin elde edilmesidir.
Eger bir rastgele degisken x — N(u,0%) dagilimda ise, o zaman P(x<c)=?
seklinde matematik ifadesi ile verilmis olan; X ‘in ¢ gibi bir sinir degerine esit veya
kiiciik olma olasilig1 hesaplanabilir(Sekil 9). Bu amagla yapilacak bir P.(x<c)="?

olasihigmi belirle isleminde, once x — N(u,o”) parametrelerine gore normal
dagilima sahip olan X rastgele degiskeninin ve ¢ smir degerinin, z — N(0,1)
parametrelerine gore standart normal dagilim tablosundaki karsiliklar1 olan z degisken
ve z  smir degerleri hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in degisken ve sinir

degerlerine iligkin,

degisken doniisiimleri yapilir. Yapilan doniisim sonucunda elde edilmis olan z
degisken ve z smir degerlerine gore;

P(x<e)=P—HE < _pi<z)
O O
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oldugu dikkate alinarak,

P(x<c)=PRP(z<z)= )dz

cH
i ex d—
Iw p(z)z

-F( )~ F () = F(z,) ~ F(~=0)

olasilik ifadesi yazilabilir. Sonugta; F(—0) =0 oldugu dikkate alinarak, bu ifade;

F(EX )—F(Z)

seklinde ifade olacag:i goriilir. Bu simnir degerine iliskin  F(z,) olasilik degeri;
z—> N(0.1) parametrelerine gore Onceden hazirlanmig mevcut standart normal
dagilim tablosundan alinarak hesaplanmis olur(Tablo 2).

Ozetle tekrar vurgulamak gerekirse, burada

seklindeki standartlastirma islemi, x — N(x,o*) gibi bir normal dagilima sahip X
degiskeninin z — N(0.1) gibi bir standart normal dagilma sahip z standartlagtirilmis

rastgele degiskene doniistiiriilerek olasiligin standart normal dagilim tablolarini
kullanarak hesaplanabilmesi i¢in yapilmaktadir. Baska bir deyisle; standart normal
dagilim tablosu kullanilarak olasilik fonksiyonunun (—oo,¢) aralifinda entegrali

alinmaktadir.

Sonugta, boyle bir ¢oziim neticesinde bir rastgele degiskenin dnceden Ongoriilmiis bir
araliktaki olasilik degerini gosteren giiven alani veya anlamlilik seviyesi hesaplanmig
olmaktadir. Bir diger yoOniiyle, tersi yondeki bir ¢6ziim i¢in de bu diisiince aynen
gecerliligini korumaktadir.

Ornek 1: x—>N(2, 16) normal dagilma sahip ( burada normal dagilimin

parametreleri ©=2 ve o =16 dir) x rastgele degiskeninin P.(x <4)=?
hesaplayiniz.

Coziim 1: P.(x<4)=? olasihgim hesaplayabilmek i¢in, x — N(2, 16) rastgele

degiskeni =2 ve o’ =16 parametre degerlerine gore normal dagilima sahip

oldugundan, oncelikle bu degiskenin hesaplamalarda kullanilacak standart normal
dagilim tablosuna iliskin parametre degerlerine doniistiiriilmesi gerekir. Bunun icin
yukarida s6zii edilen islem yolu izlenerek;
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normal dagilima sahip bir X — N(u,0°) rastgele degiskenin z — N(0,1) gibi bir

dagilima sahip standart normal dagilimli bir yeni rastgele degiskene doniisiimi
bagintisindan faydalanarak,

g =L 472 45
o 4

standart normal dagilima iliskin rastgele degisken ve smir degerleri hesaplanir. Bu
degerlere gore problem;

POTAATH Pz )=P(2<05)=7
(o2 (o2

olarak ifade edilebilir. Neticede bu ifade;

2
—Zz

0,5
P(z<£0,5) =] exp( ) dz

2 2
P (x<4) =P (z<05) = F(0,5) = F(~0) = F(0,5)

sekline doniismiis olur.

Buradan, standart normal dagilim tablolar1 kullanilarak; ilgili standart normal dagilim
tablosundan z =0.5 degerine karsilik gelen olasilik degeri alinarak;

P.(x<4)=P, (z<0,5)=F(0,55) =0.6915
bulunur.

Sonug: P, (x<4)=0.6915 olarak bulunur.

Ornek 2: x— N(2,16) normal dagilima sahip ( burada normal dagilimin
parametreleri =2 ve o> =16 dwr) x rastgele degiskeninin P.(x>4)=?
hesaplayiniz.

Coziim 2: P.(x>4)=? olasihgim hesaplayabilmek igin, x — N(2, 16) rastgele
degiskeni ornek 1 ‘de oldugu gibi 6nce z — N(0, 1) standart normal dagilim
tablosuna iligskin parametre degerlerine dondstiiriiliir. Bu amagla; z rastgele degiskeni
ve z sinir degerleri;

xX—pu x-2 ) c—u 4-2
4 ,

olarak hesaplanir. Bu degerlere gore problem;
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P2d=P A3 ) pisz =P (2205 =2
O (o2

sekline doniismiis olur. Standart normal dagilim tablo degerleri, olasilik
hesaplamalarina temel olan entegral islemlerine uygun olarak —co degeri ile z, gibi

bir siir degeri arasindaki entegral degerlerine gore diizenlenmis olduklarindan, z,

sinir degeri ile +oo arasindaki olasilik degerleri bu araliktaki degerlerden
faydalanarak;

2

P(z>z)=1-] exp(——) dz
—00 T 2
bagintisina gore;
0.5 1 —z?
P(z205)=1- ] exp( ) dz
—00 272' 2

P.(x>4)=P.(z205)=1-F(0)5) =
=1-0,6915=0,3085
hesaplanir.

Sonug¢: P.(x>4)=0,3085 olarak hesaplanr.

Ornek 3: x— N(2,16) normal dagilima sahip ( burada normal dagilimin

parametreleri x=2 ve o°=16 dir) x rastgele degiskeninin P.(x <—4)=?
hesaplayiniz.

Coziim 3: Normal dagilim fonksiyonlari ortalama degere gore simetrik olduklarindan
mod degeri medyan degerine esittir. Bu 6zelligin neticesinde standart normal dagilim
tablolar1 normal dagilim fonksiyonunun yari alanmin pozitif tarafi igin
diizenlenmektedir. Bu nedenle; negatif yar1 alami i¢inde sorulan olasilik degeri
oncelikle tablo degerleri mevcut olan, P.(x <—4)=1-P.(x<4) esitligi kullanilarak,

pozitif bdlgeye cevrilir. Ornek 1 ¢dziimiinden P.(x <4)=0,6915 oldugu bilindigine
gore;
P(x<4)=1-P.(x<4)=1-0,6915=0,3085

hesaplanir.

Sonug: P.(x <—4)=0,3085 olarak bulunur.

Ornek 4. x— N(2,16) normal dagihma sahip ( burada normal dagilimin

parametreleri 4=2 ve o’ =16 dir) x rastgele degiskeninin P(x=>2-4)="?
hesaplaymiz.
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Coziim 4: Yukaridaki 6rneklere benzer sekilde diisiinerek; Normal ve standart normal
dagilim fonksiyonlarinin ortalama degere gore simetrik olduklarindan mod degeri
medyan degerine esittir. Bu 6zelliginden dolay1 normal dagilim ayni zamanda simetrik
bir dagilim olmaktadir. Neticede; P, (X > —4) = P, (x <4) oldugu gbz 6niine alinarak,

P.(x>-4)=P.(x<4)=0,6915
bulunur.

Sonug: P.(x>-4)=0,6915 olur.

Ornek 5. x— N(2, 16) normal dagihma sahip ( burada normal dagilimin

parametreleri =2 ve o’ =16 dir) x rastgele degiskeninin P.(0<x<4)=?
araligia diisme olasiligini hesaplayiniz.

Coziim 5: P.(0<x<4)=7? igin, x—> N(2, 16) rastgele degiskeni pu=2 ve

o? =16 parametre degerlerine gore normal dagilima sahip oldugundan, dnce bu
degisken standart normal dagilimli z — N(0, 1) standart dagilima sahip rastgele

degiskene doniistiiriilerek sinir degerler,

X—u X-2
4

degisken doniisiimii bagintisindan faydalanarak,

N

z, =C—_,u=4;2=0'5 oz, =C—_,u=0;=_0’5
o 4 o 4
bigiminde hesaplanir. Bu sinir degerlerine gore x — N(2, 16) parametrelerine sahip
normal dagilimli rastgele degiskenin P.(0 < x <4) araligina diisme olasiligi i¢in,

05 1 -7°
P(0<x<4)=P(-05<2<05)= [ —exp ) dz
-05+/27 2

entegral bagintis1 kurularak ve bu islemlerde

F(-0,5) =1-F(0,5)
oldugunun da dikkate alinmasi ile;

= F(0,5) - F(-0,5) = F(0,5) - {l- F(0,5)} =
= 2F(0,5) -1 =2(0,6915) -1 =0,3830

olarak hesaplanir.

Sonu¢: P.(0<x<4)=0,3830 olarak bulunur.
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Ornek 6: x— N(2,16) normal dagilima sahip ( burada normal dagilimin

parametreleri 4 =2 ve o’ =16 dir) x rastgele degiskeninin P.(1<x<4)=?
araligina diisme olasiligini hesaplayiniz.

Coziim 6: Bu problemin ¢ozliimii 6rnek 5 ‘dekine benzer sekilde hareket edilerek,

X—u X-2
4

degisken doniisiimii bagintisindan, alt ve iist sinir degerleri i¢in,

-

, 2STH 472 g5 e g -CTH_172_ 495
o 4 o 4

hesaplanir. Bdylece bu olasilik degeri,
P(1<x<4)=P(-0,25<z<0)9)

seklinde standart normal dagilima sahip z rastgele degiskene gore ifade edilmis
olunur. Sonra ilgili standart normal dagilim tablosundan 0,5 ve 0,25 smnir degerlerine
karsilik gelen olasilik degerleri alinarak;

PA<x<4)=P (-025<2<05)=
= F(0,5) - F(-0,25) =
= F(0,5)—{l- F(0,25)} =
=0,6915+0,5987—1=0,2902
hesaplanir.

Sonu¢: P.(1<x<4)=0,2902 olarak bulunur.

Ornek 7: x— N(2,16) normal dagilima sahip ( burada normal dagilimin
parametreleri =2 ve o>=16 dr) x rastgele degiskeninin P.(x <c)=0,95
olmasi i¢in €= ? smir degerinin ne olmasi gerektigini hesaplayiniz.

Coziim 7: Bu problemin ¢oziimil i¢in yukarida yapilan ¢oziimlerin tersi yonde ve
sirada islemler yapilir. Bunun i¢in S=0,95 olasiliga sahip standart normal dagilimina
iliskin;

rastgele degiskeninin,
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sinir degeri ile ilgili normal dagilim tablosundan 1,645 olarak alinir. Sonra z, =1,645
oldugundan,

CTH 1645
O

esitligi kurularak ¢oziiliir. Sonugta P.(x <¢) =0,95 i¢in ¢ sinir degeri
c=1645c+ u

olarak elde edilir. Bu bagmtida =2 ve o =4 degerleri yerlerine yazilmakla;
¢ = 8,56 olarak hesaplanir.

Sonu¢: ¢=856 olarak hesaplanmis olur.

Ornek 8 x— N(2,16) normal dagilima sahip ( burada normal dagilimin

parametreleri =2 ve o©’=16 dir) x rastgele degiskeninin P.(x>c¢)=0,2
olmasi igin ¢ =? simir degerini hesaplayimniz.

Coziim 8: Bu problemin ¢6ziimil i¢in P.(x >c¢) =1-P.(x <¢); seklinde yazilabilir.
Burada degisken doniisiimiinden,

rastgele degiskeninin,

sinir degeri olur. Bu sinir degerine gore;

P(x>c)=1-P(x<c)=1-F(z,)=0,2
F(z,)=1-0,2=0,80
Bu olasiliga karsilik gelen tablo degeri standart normal dagilim tablosundan
z, = 0,842 olarak alinir. Sonugta;

esitligi kurularak ¢éziimiinden, ¢ smnir degeri,
c=08420+ u
ve burada, =2 ve o =4 olduklan dikkate alinarak,

c=0,8420+ 1 =(0,842)4+2=5,368
olarak bulunur.



Sonug : ¢=5,368 olarak hesaplanmis olur.

Ornek 9: x—> N(2, 16) normal dagihma sahip ( burada normal dagilimin

parametreleri =2 ve o> =16 dir) x rastgele degiskeninin P.(—c(x <10)=0,5
olmasii¢in €= 7? sinir degerini hesaplayniz.

Coziim 9: Bu problemin ¢6zlimii i¢in, yukaridaki islemlere benzer sekilde hareket
ederek,

z=2"H
o
rastgele degiskeninin siir degerleri,
Za:X—,u:—C—Z ; Zu:X—,u:10—2:2
o 4 o 4

olarak hesaplanir. Bu sinir degerlerine gore;
Pr (_C<X S].O) = I:)r (Za<x < zu): F(Zu) - F(Za) =

= F(2)- F(—%) = F(2)—{l— F(%Z)} =05

ifadesi yazilir. Burada, gerekli islemlerin yapilmasi neticesinde,

F(2)-1+ F(%Z)zo,s

elde edilmis olur. Daha sonra, standart normal dagilim tablosundan alinan
F(2) =0.9772 degerinin yerine yazilmasi ile

F(%) - 05228

bulunur. Normal dagilim tablosundan 0,5228 karsilik gelen degisken degeri 0,057
alinarak, c smirdegeri; ¢ =0.0570 + 1 =(0,057)4+ 2 = 2,228 olarak hesaplanir.

Sonug : Burada c smnir degeri : ¢ =2,228 olur.

Ornek 10: x — N(-2, 0,25) normal dagilima sahip ( burada normal dagilimin

parametreleri 4=-2  ve o’ =025 d) x  rastgele degiskeninin
P(2-c(x<-2+¢)=0,9 olmasiigin ¢=7? siir degerini hesaplaymiz.

Coziim 10: Yukaridaki islemlere benzer sekilde hareket ederek,
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z =
o
rastgele degiskeninin sinir degerleri,
—2—-c+?2 -2 2
0,5 0,5

olarak hesaplanir. Bu sinir degerlerine gore;

P.(-2-c(x<-2+C) =P (z,(x<zy) =
= F(z,)-F(z,) =
=F(2c)-F(-2c) =
=F(2c)-{1-F(2c)}=
=2F(2c)-1=09
ve buradan
1+09

F(2c) = =0,95

degerine gore; ilgili normal dagilim tablosundan 2c¢ =1,645 alinarak buradan ¢ smir
degeri,

C= 1645 _ 0.823
olarak hesaplanir.

Sonug : c=0,823 olarak bulunmus olur.

Ornek 11: x — N(u, o) normal dagilima sahip X rastgele degiskeninin

B

x—p<c—p)=P(~(c-p)<x—pu<c—pu)=095

olmasti¢in €= ? degerinin ne olmasi1 gerektiginin hesaplanmasi sorulmaktadir.

Coziim 11 : Bu problemde de benzer yollar izlenerek ¢oziim gergeklestirilebilir.
Soyle ki : P. (|x - ,u| Sc—pu)=P((c—p)<x—u<c—u)=095 seklinde yazilir.
Burada rastgele degisken ve alt, {ist sinir degerleri i¢in

seklinde hesaplanarak bu ifade;

P(z,<z<z;)=095
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olarak yazilabilir. Sonugta esitlikleri yerlerine yazmakla,
F(z,)-F(z,) = FC—)-F(-==*) =095
o o

F (C?Tﬂ) - [1— F(C?Tﬂ)} - 0,95

c— 1-0,95
FE—5)=
O

=0,975

standart normal dagilim tablosundan 0,975 olasilik degerine karsilik gelen tablo
degeri alinarak,

CTH_196
O

ve buradan gerekli islemler yapilarak ¢ sinir degeri,

c=1960+ u
olarak elde edilir.

Sonu¢: ¢=1960+ u olarak hesaplanmis olur.
Ornek 12: Herhangi bir okuldaki 500 kiz 6grencinin boylarmin ortalama uzunlugu
151cm. ve standart sapmasi da 15 cm. olarak verilmektedir. Bu 6grencilerin boylarinin

uzunluklar1 normal dagilimda olduklar1 kabul edilerek, bu 6grencilerden;

a) kag tanesinin boy uzunluklart 120cm. ile 155 cm arasindadr,
b) ve kag tanesi 186 cm. den daha uzundur? Hesaplayiniz.

Coziim 12:
a)  Boylar1 120cm. ile 155 ¢cm arasinda olanlarinin sayis1 X ile gosterilirse,

P.(120< x <155) = P.(119,5(x(155,5) = ?

— U
(2

olasilig1 i¢in, bu veriler normal dagilimda oldugundan, z = al rastgele degisken

doniistimii yapilarak;
_ _1195-u _1195-151

u =-210
o 15
z = 1555—u _ 155,5—151:0’30
o 15

seklinde siir degerleri hesaplanir. Bu degerlere gore; P.(120< 4 <155)=7? olasiligi
standart normal dagilima sahip z rastgele degiskeni cinsinden,
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P (z,(z(z;)="?
olarak ifade edilir. Buradan, standart normal dagilim tablolar1 kullanilarak,

P, (2,((z,) = F(2,) - F(z,) = F(0,30) - F(-2.10)
= F(0,30) - (1— F(2.10) = F(0,30) + F(2.10) - 1=
=0,9821+0,6179-1.=0,6000

olarak bulunur. Diger bir ifade ile bu okuldaki 500 kiz 6grenciden boylar1 120cm. ile
155 cm. arasinda olanlarmin bu okuldaki tim kiz ogrencilerinin = %60  kadar
olmaktadir.

Sonug¢ 12:

a) Buradan, okuldaki tiim 6grencilerin sayist1 500 olduguna gore boylart 120cm. ile
155 cm. arasinda olanlarinin kiz 6grencilerin sayist 500 x 0,60=300 olarak bulunur.

b) Benzer sekilde; 186 cm. den daha uzun olan 6grencilerin sayilari da,

P.(x>186) = P, (x)185,5) =?
olasilik ifadesinde

seklinde rastgele degisken doniisiimii yapilara,

, _1855-4 1855151

S

=2,30
o

sinir degerlerine gore;

P.(x>186) = P.(2)z,) = P.(2)2,30) =
=1-F(2,30) =1-0,9893=
=0,0107

hesaplanan %0,107 yilizde degerine karsilik gelenlerinin sayis1 500(0,0107)=5 olarak
bulunur. Bu 6grencilerden 5 tanesinin boyu 186 cm. ve daha uzundur.

Ornek 13: Bir fabrikada iiretilen 200 adet ¢amasir makinesi icin ortalama i¢
yarigaplart 0,502 cm. ve standart sapmast da 0.005 cm olarak verilmektedir. Bu
camasir makinelerinin i¢ yarigaplari normal dagilima sahip oldugu bilindigine gore, i¢
yarigaplar1 0,496cm. ile 0,508 cm. arasinda olanlar1 saglam, digerleri bozuk kabul
edilmektedir. Bu fabrikada bozuk olarak iiretilen ¢amasir makinelerinin yiizde kagi
bozuktur. Ve sayilarini hesaplayiniz.

Coziim 13: Bu fabrikada saglam iiretilen ¢amasir makinelerinin sayis1 X ile
gosterilirse, saglam olarak iiretilen ¢amasir makinelerinin yiizdesi,
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P.(0,496(x(0,508) = ?
olasilig1 icin,

| _0.496-u _0496-0,502 _

. ~1,2
o 0,005
o 0,508—u  0,508-0,502 .
“ o 0,005 ’

siir degerlerine gore,

P (0,496(x(0,508) = P. (z,(z(z,) = F(1L2) - F(-1,2) =
F(L2)+F(12)-1=2F(12) -1=2(0,8849) —1=0,7698

seklinde %0,7698 olarak bulunur.

Buna goére, bozuk olan ¢amasir makinelerinin  ylizdesi de %100-
%0,7698=%2302 = %23 olarak hesaplanir. Buradan bozuk ¢amasir makinelerinin
sayist de 200(0,23)=46 olarak elde edilir.

Sonug : Bozuk ¢amasir makinelerinin ylizdesi %23 ve sayist da 46 adet olur.

6.1.6 Cok Degiskenli Normal Dagilim

Buraya kadar tek rastgele degiskenle ilgili normal dagilim ele alinmaktadir. Ayni anda
birden ¢ok rastgele degisken birlikte ele alinarak tahmin edilmeleri s6z konusu
oldugundan, normal dagilim bu degiskenlerin hepsini birden karakterize edeceginden
bdyle bir normal dagilim ¢ok degiskenli normal dagilim olarak adlandirilmaktadir. Bu
duruma bir 6rnek olarak, biitiin noktalarinin koordinatlar1 birlikte tahmin edilen ve
bunlarin ¢ok degiskenli rastgele degisken olduklari diisiiniilen bir jeodezik kontrol ag
verilebilir. Neticede boyle bir durum i¢in; m adet rastgele degiskenigeren m-boyutlu
cok degiskenli normal dagilimin olasilik fonksiyonu;

f(X)=C exp _(X=U) sz (X U)} 6-68
olarak verilebilir. Burada; rastgele degiskenler vektort,
xT =[x1 Xy xm] 6-69
onunla ilgili tahmin parametreleri vektort;
Ul =[u sy e g1 6-70

ve kovaryans matrisi de;
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-, _
O-xl O-xlxz O-xlxm
2
O-xle O-xz O-xzxm
o= . 6-71
2
_O-xmxl O-meZ O-xm i
ve C sabitide;
1/2
{det 271}
et 6-72
r)"

gostermektedir.

Buradan, (6-61) tek degiskenli ve (6-68) de ¢ok degiskenli normal dagilimlarin
olasilik fonksiyonlar1 arasindaki benzerlik iliskileri;

Tablo 3: Tek ve ¢ok degiskenli normal
dagilimin olasilik fonksiyonlart
arasindaki benzerlik iligkileri

Tek degiskenli | Cok degiskenli

normal dagilim |normal dagilim

Olasilik olasilik

fonksiyonu fonksiyonu

terimleri terimleri

(L)l/ 2 {de‘[(Z}(1 }1/2

o2

1 _

(x—p)’ (X -U)' 3 (X -0
262 2

seklinde bir tablo halinde 6zetlenebilir. Buradan goriildiigi gibi; sifir ortalama ( U=0)
icin ¢cok degiskenli normal dagilim olasilik fonksiyonu;

XTEEX

F(X)=C exp(- ) 6-73

olarak ifade edilebilir.

6.1.6.1 Iki Degiskenli Normal Dagilim

y = N(u,,07)
parametrelerine gore farkli birer normal dagilima sahip iseler, bunlarin birbirinden
bagimsiz olmalar1 halinde,(4-18a) gore bunlarin ortak dagilim fonksiyonlari,

ki farkli rastgele degisken olan X — N(u,,c?) ve
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f(x,y)=f(X)f(y) 6-74

olarak ifade edilebilir. Burada, f(x) yogunluk fonksiyonu, X — N(z,,o’) rastgele
degiskeninin tek boyutlu,

1 _E(M)Z

2 o
e " 6-75
o2

f(x) =

f(y)de y— N(u,,0}) rastgele degiskeninin tek boyutlu,

1 M)Z

1 2(0'

f(y)= e Y 6-76
(y) -2

yogunluk yada olasilik fonksiyonlarini gostermektedir. Bu durumda; her iki degiskenin
f (X, y) bilesik olasilik fonksiyonu, f(X,y)= f(x)f(y) 6zelliginden faydalanarak,

oy 27

1 _%(X—#x)z } 1 _%(%)2
Oy e

f(xy)= f(X)f(Y){me "F

1) X—py o Y=Hy
1 —E{(i) +H—) }
— e Tx 7y 6-78
2ro,0,

seklinde yazilabilir. Ancak, bdyle bir islem igin her iki x — N(u,,c?) ve
y = N(u,, 05) rastgele degiskenleri arasinda p degerine sahip bir korelasyon var
oldugu diisiintiliirse, sonucta her iki degiskenle ilgili bilesik olasilik fonksiyonu,

1 X—bxyo YTHyyo o Xy YTHy
1 . 2(1—p2){( p )7+( o, )7=2p( X X o )}

f(xy)= =
2r0,0,\1- p?

seklindeki bir istel fonksiyonla ifade edilebilir. (6-79) fonksiyonunun sergiledigi
geometrik sekil de,

6-79
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X
Sekil 10: Iki boyutlu dagilim fonksiyonu

olarak verilebilir(Sekil 10).

Burada, degiskenler arasindaki korelasyon degeri, varyans-kovaryans elemanlarindan
faydalanarak,

bagintisindan hesaplanabilir. Bilindigi gibi, kuramsal anlamda bu sekilde tanimlanmis
olan bir istatistik korelasyon degeri —1< p<+1 smir degerleri arasinda cesitli

degerler alabilmektedir.

Uygulamada, boyle bir korelasyon degeri bilinemez. Bu gibi durumlarda, 6rnekleme
verilerden elde edilmis ve kuramsal korelasyon yerine kullanilabilecek en muhtemel,
yani deneysel korelasyon degerleri alinir. Boyle bir deger, n adet iki farkli veri
kiimesinden,

[x]

x = ve y =14 6-80a
n n

s :i\/(x_)_()2 S =i\/(y—§/)2 ve s =|(X_)_()|(X_)_()| 6-80b

n-1 7 n-1 v n-1

ortalama degerleri ile bunlarin deneysel standart sapma ve kovaryans degerlerinden
faydalanilarak,

Py BTy =—— 6-81

seklinde hesaplanabilir.
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Eger p, =1, =0 ise; her biri farkli normal dagilima sahip bu iki X — N(u,,o?)
ve y—N (,uy,aj) rastgele degiskenleri birbirinden bagimsizdir denir. Aksi halde
korelasyonlu olurlar.

Her iki rastgele degisken arasindaki varyans-kovaryans iligkileri, matris gosterimi
kullanilarak,

2
> =Cov(x,Y) = {JX UW} 6-82a
o}

2
Xy 0)’

seklinde ve bu matrisin standartlastirilmasinda da, buna karsilik gelen korelasyon
matrisi,

1
R= Py 6-82b
Py 1

olarak ifade edilebilir. Ayrica, bdyle bir matrisin determinanti; varyans-kovaryans
matrisi i¢in,
2
2 __2 2 2 __2 Xy 2 __2 2 2 __2
detly| = oio) -0y =0po.(l-—"5) =0o,0.(1-p;) =oio, det|R| 6-83a
x“y
ve korelasyon matrisi i¢in de

det|R| =1- pfy =1-p? 6-83b

olur. Diger taraftan, degiskenlerde

X= [X} ve u= {ﬂx} 6-84
y - | Hy

seklinde tanimlanir ve islemlerde det|2| =0 05 @a- pxzy) oldugu dikkate alinirsa,

- 1 |6 o, | *x—u
X— 1) S (= 1) =[x — . I Xy =
=) T =@ = [x—p, y-n, det|Z|LW UJL_ ﬂy}

(o2 (x= 11,)? + 20, (X= i)Y = p2,) + G2 (Y — p1,)? } =

1 X— L, X—p, Y~ H y—Hu
=~ 2{( Hyz 4 2 p(P—Hy( -y 4 ( V)Z} 6-85
O-xo-y( _pxy) X O-x o-y O-y

bagintis1 elde edilmis olur. Neticede, her iki rastgele degiskenin bilesik yogunluk
fonksiyonu i¢in de,

" detly]
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e 2 )

1
f(x,y)=——e 6-86
(27) 5%
yada bir diger gosterim sekli olan,
f(xy) = —— Exp—> (x~ Efx) 2™ (x~ Efx) 6-87
(ajg? 2

bagintilar1 yazilabilir. Burada iki rastgele degiskenli bir rastgele vektorler igin
sOylenenler; n rastgele degiskenli bir vektore genisletilerek sdylenirse; durum,

T

I><

=[X1 X e Xn] ve /_JT =[:u1 Hy o o /Un] 6-88
olmak iizere, n degiskenli bir rastgele vektor i¢in varyans-kovaryans iligkileri de,
> = E{x-E{xh(x—E{x)" 6-89a

seklinde yada bunun daha agik sekildeki bir ifadesi olarak,

0, Op O1,
2
(X O O
12 2 2
X = . o 6-89b
2
O, Oy O,

matrisi ile ifade edilebilir.

Ozel durumda; her iki degiskenin bagimsiz olmalar1 halinde, aralarindaki korelasyon
P,y =0 sifir olacagindan, bunlarla ilgili varyans kovaryans matris de,

0
2 0 }/ 2
Y= {UX } ve 3= (()Tx 6-89c

- 2
0 oy )
Oy

bi¢ciminde kdsegen bir matris olur. Bu durumda, bilesik olasilik fonksiyonu da

1 O )

6-90

f(xy)=

70,0,
olarak verilebilir.

Simdi, orijin noktasmin koordinatlar1 z, ve u, olan bir X,y diizlem dik koordinat

sistemi segilerek, bunun eksenleri saat ibresi yoniinde & acis1 kadar dondiiriilse,
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(,Uxuu )

n
Sekil 11: Diizlem dik koordinat sistemleri

eksenleri £ ve n olan diger diizlem dik koordinat sistemi elde edilmis olur(Sekil
11). Bunlarin arasinda,

X—u, =&£cosd —nsing

. 6-91a
y—u, =&sind—ncosod
veya tersi ¢ozlimden,
=(X—p,)cos0+(y—u,)sinéd
&=(X-u) . (Y—-ny) 5.91b
n=(X-pu)sin@+(y—u,)cosd
yazilabilir. Boyle bir koordinat doniisiimiiniin olasilik fonksiyonu da,
f(x,Y) = B (k1 ) 2 (x— 1)) 6-92
a2 T :
seklindeki bir fonksiyon olur. Burada, yukaridaki koordinat doniisiimii i¢in,
cosd -—sind
A=| . 6-93a
sin@  cosé
olmak tizere,
x—4/=Ay 6-93b
ve buradan da
y=A"x-y 6-93c

matris bagintilar1 yazilabilir. Daha sonra, bu bagimtilarda varyans-kovaryanslarin
yayilmasi kurali uygulandiginda,

T, =AZ, AT 6-94a

ve bu ifadenin inversinin alinmasindan da,
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2, =ATE (AT 6-94b
elde edilir. Burada A matrisi ortagonal bir matris oldugundan
Al =AT ve det|A=1

olur. Ayrica matrisin ortogonal bir matris olmasi neniyle de; satir veya siitun
elemanlarinin kareleri toplami bire, karsilikli satir ya da siitun elemanlarinin
carpiminin toplamu sifir esit olmaktadir. Bu 6zellik dikkate alinarak, f(x,y) bilesik
olasilik fonksiyonunun {iistel kismi igin,

Exp —%{(X—EX)T Z_l(l(—/_lx)}z
6-95

1 -l p
Bp—2{y AT (A1) 'z, A Ay
bagintis1 yazilabilir. Buradan, her iki degiskenle ilgili bilesik olasilik fonksiyonu,

F(x,y)= (&) = B~ (4 E)) 6-96

(2n)jz)
seklinde yazilabilir.

Neticede; burada verilmis olan (6-96) bilesik olasilik fonksiyonunu ayni zamanda
dontstiiriilmiis koordinatlarin da bilesik olasilik fonksiyonuna esit oldugu acikca

goriilmektedir. Diger tarafta, A™ = A" oldugu dikkate alinarak,

. cosd sind|oc? 0 [cos® -sind ol o,
I, =A"X A= ] . = i 6-97
—sin@ cos@d| O oy sin@ cosé c., O,

islemler sonucunda,

ol =0;c08"0+0,sin’ 0 608
-Joa
o) =oysin’0+o;cos’ 0
ve buradan da
0'§ - 05 = (0'5 —o2)cos20
2 2 H 1 2 2 H 6-98b
o, =(o, —0,)sinfcoso = E(ay —o,)sin20
yazilarak, birbirlerine oranlamasindan,
20,,
tan20 = ———; 6-99
O =0y
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her iki koordinat sistemi arasindaki & doniikliik acist hesaplanabilir. Buradan
goriildiigii gibi, korelasyonsuz koordinat ciftlerinden, korelasyonlu yeni bir koordinat
ciftleri elde edilmis olur. Bu durumun tersi yonde, korelasyonlu iki degiskenden
bagimsiz iki degiskene donilisiim yapmak i¢in, koordinat eksenleri 6 doniikliik agis1
kadar dondiiriilmesi gerekir. Ayn sekilde, f(&,7) olasilik fonksiyonu bagimli olarak
verilmis, buradan f(x,y) bagimsiz olasilik fonksiyonunu elde etmek igin & , 7
koordinat sisteminin her iki eksenleri de @ doniikliik agisi kadar dondiirmekle bunlarin
bagimsiz hale getirilebilmesi miimkiin olmaktadir.

Ayni1 dontlisim ozellikleri, koordinat ekseni yoniindeki ger¢ek hatalar iginde
diisiiniilebilir. Bu amagla, burada degisken olarak kullanilmis koordinat eksenleri
yerine, her biriyle ilgili,
g, =X— L, 6-100a
&, =Y—H, 6-100b

gercek hatalar1 ele alinarak benzer islemler yapilirsa, bunlardan her biri

g, —N(0,07)
£, = N(O,Jf)

parametrelerine gére normal dagilimda olup, bilesik olasilik fonksiyonu,

1 Exv2, 8y Ex v &y
l 72(l—p2){(0'7x) +(;) *ZP(;)(?)}
f (gX , 8y) = = e y y

270,0,1- p*

6-101

seklinde ifade edilebilir.

Daha 6nce de sozii edilmis oldugu gibi burada, korelasyonlu gergek hata degerleri icin
yazilmig olan bu bagintiy1, korelasyon degerini sifir yapmak, yani; korelasyonsuz hale
dontistiirmek i¢in, koordinat eksenler € agis1 kadar ¢cevirmek yeterli olur.

Uygulamalarda, bu formillerde ge¢en o, ve o, kuramsal degerleri bilinemez.

Bunlarin yerine,

olxs?= A yada s? = lglgx 6-102a
n n
ve
g€ 1
ol ~sk= [y—yJ yada st=Z¢,¢, 6-102b
n n

seklinde toplam veya matris gosterimi ile ifade edilmis olan formiiller yardimiyla
hesaplanan yaklasik degerleri kullanilarak ilgili islemler yapilir.

Buraya kadar yapilan agiklamalarin neticesinde; bagimsiz ya da korelasyonsuz
degiskenlerle ilgili bilesik olasilik fonksiyonu da benzer bir diisiince ile
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y

1 %{(;—i)%(j—y)z}
flee))= e 6-103

2ro,0,

olarak ifade edilebilir. Burada, bagimsiz degiskenlerin bilesik olasilik fonksiyonun ist
kismi ele alinarak,

—%{(3)2 + (g—y)z} = sabit=k? 6-104
O'X O'y

bir sabite esitlendiginde, bu bagint1 bir elips denklemi oldugu gériiliir. Bu elipslerden
herhangi biri;

Elips egrisi tizerindeki noktalarin olasiliklar: her zaman esittir,
Eksenleri; en biiyiik ve en kiiciik hata dogrultularini,

Yapilan hatanin biiyiikliigiinii,

Igili noktalarin presizyonu

gosterirler seklinde baz1 6zelliklere sahip olurlar.

Ayrica; her bir elips A biiylik yar1 ve B kiigiik yar1 eksenleri ile tanimli olurlar.
Boyle bir elipsin biiyiik ve kiiciik yar1 eksenleri,

A=oc, k 2 ve B=o,k J2

degerinde olur. Bunlar, k parametresinin farkli sekildeki secilecek degerlerine bagl
olarak her biri i¢ ige farkl: biiyiikliikte elipsler olurlar.

Sekil 12: Hata elipsleri

Sonugta; her birinin olasililik fonksiyonu,

L e 6-105

Hexne,) = 270,0
xCy

gibi bir formiille ifade edilir. Diger tarafta, N boyutlu bir dagilim fonksiyonunun
diferansiyeli;

dF =dp = f (x)dx,,dx,......, dX 6-106
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oldugundan, benzer bir distince ile g, ve &, hatalari bilesik dagilim fonksiyonu igin,

1

2ro,0,

dF =dp=

e *de, de, 6-107
ifadesi yazilabilir.

Bu baginti aynt zamanda olasilik fonksiyonu ile belirlenmis bir elipsin alani
olmaktadir. Matematikten bilindigine gore bir elipsin alani,

F=AB « 6-108

seklinde ifade edilmektedir. Burada, A ve B eksenlerinin yukarda hesaplanan
degerleri yerlerine yazildiginda, ayni elipsin eksenlere gore diger bir ifadesi,

F=2 o, o, k? 6-109
olarak ifade edilebilir. Bu durumda,

dF =4 7 o, o, kdk 6-110
olmaktadir.

Bu ifadenin yukarida verilmis olan diferansiyel anlamdaki alan bagintisinda yerine
yazilmasi ile,

1 1

dF =dp = e de, de, = e dF =
2no,. 0 ) 2ro.0
o o 6-111
-1 oo kdk=2k eFdk
2ro,0,

seklinde bir formiil elde edilmis olur. Diferansiyel anlamdaki bu ifadenin
entegralinden, herhangi bir elipsin alan1 yada bu elipsin igine diisme olasiligi formiild,

K 2 2
P=2fk e “dk=1-e™* 6-112

0

olarak elde edilir. Bu elipsler, k ‘nin farkli degerleri i¢in hesaplanabilir. Bunlarla ilgili
bazi hata elipsi drnekleri asagidaki tablodan goriilmektedir.

Tablo 4: Cesitli hata elipsleri

P=1-e¥ .
k Olasiliz Elipsin ad1
0.70111 | 0.39348 Helmert ortalama hata elipsi
0.83225 | 0.50000 Miihtemel hata elipsi
0.92510 | 0.57506 Mutlak ortalama hata elipsi
1.00000 | 0.63212 Andra ve Modhle ortalama hata
elipsi
1.07137 | 0.68268 Wellisch ortalama hata elipsi
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Benzer islemler, korelasyonlu degiskenler icin yapilirsa, her iki koordinat sisteminin
eksenleri arasindaki doniikliik agisi,

20
tan 20 = ——— 6-113
o, =0,

kadar olur. Bu koordinat sistemleri arasindaki dontisiim islemi de,

&= &,C080+¢&, sing

) 6-114
&, =—¢sInf+¢, cosb
seklinde ifade edilir.
gX
Ar §
07
/S
8)’
n
Sekil 13: Hata elipsi
Burada, hata yayilmasi kurali uygulanirsa;
o =0} cos’ 0+ 20, sindcosd + o, sin® & 6115
o) =oysin’ 0—20,, sinfdcosb + o cos’ &
olur. Sonugcta elipsin biiyiik ve kiicilik yar1 eksenleri i¢in,
A’ =2 o k?
0 Qs 6-116

B2=2 ¢2Q, k°

nm

bagintilarindan hesaplanir.

6.1.6.2 U¢ yada Daha Fazla Degiskenli Normal Dagilimlar

Birbirinden farkli X = N(u,,07) , y— N(,uy,ai) , Z—> N(u,,0?) gibi iig adet

normal dagilima sahip rastgele degiskenler bagimsiz iseler aralarindaki korelasyon
degeri de sifir olmaktadir. O zaman bunlarin bilesik olasilik fonksiyonu, iki boyutlu
normal dagiliminkine benzer sekilde,

f(x,y,2)=1T(X)f(y)f(2) 6-117
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olarak yazilabilir. Burada, her bir degiskenle ilgili tek boyutlu olasilik fonksiyonlari
yerlerine yazilip, gerekli islemlerin sonucunda bilesik olasilik fonksiyonu,

1 —%{(%)H(%)H(%)z}
f(xy,2)=1T(X)f(y)f(2) = 2 e " ’ ‘ 6-118
(27[)4 0,0,0,
seklinde elde edilebilir. Burada,
g, =X— L, 6-119a
&, =Y—H, 6-119b
E,=1—L, 6-119c

her bir degisken ile ilgili ger¢ek hatalar kullanilirsa, bunlarin bilesik olasilik
fonksiyonu da

LBy (Brye By
1 . 2{(@) D) }

- 6-120
(27Z)Aaxc>'y0'Z

f(gx'gy’gz) = f(gx)f(gy)f(gz) =

seklinde yazilabilir.

Yine, iki boyutlu normal dagilimlarda yapilanlara benzer sekildeki bir diisiince ile
buradan,

—1{(2)2 (2 +(€—Z)2} K 6-121
2| o, o, o,

oldugu goriiliir. Bilindigi gibi, bu denklem bir elipsoid denklemi olmaktadir. Bu
elipsoidin A, B, C yar1 eksenleri;

A=42 K o,
B=v2 K o, 6-122
C=+2 K o,
ve hacmi de,
\Y :gﬂ'ABC:g\Eﬂ' K'c,0,0, 6-123

kadar olur. Aym sekilde,

dp=—* Exp—l{(i)z + (G +(€—Z)2}dgx de, de, =
(27z)éaxayaz 2| oy Oy o, 6124
-— Exp—i{(g—*)z r ey +(5—Z)2}dv=
(ZE)AO'XO'YO'Z 2| oy Oy o,
yazilabilir.
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Burada, dv hacim elemanimi gostermektedir. Bu bagintida, verilmis olan hacim
bagintisinin diferansiyel degeri olan,

dv=8v2 7 KZO'XO'yO'ZdK 6-125

hacim elemani yerine yazilirsa,

K
P=] 3 1 EXP—E{(Q)Z + (g_y)2 + (E—Z)Z}S\EﬂKZGXGVO'ZdK =
°(2r)*?0,0,0, 2| o, oy o, 6126
K8\/§7Z'K _K?2 9 _K? 3 4 5 6 ;
= dK Ko™ dK = Ki——K +—K"—....
{ (2,,)% I\/_ \/;(3 10 42 )

olasilik formiilii elde edilmis olur.

Boyle bir bagintiy1 kullanarak, K degerinin secilmis ¢esitli degerlerine gore, bir
noktanin elde edilen hata elipsoidi i¢ine diisme olasiligi hesaplanabilir. Uygulamada,
iki boyutlu dagilimlara karsilik burada da K ‘nin farkli degerleri i¢in tanimlanmis
hata elipsoitleri

Tablo 5: Cesitli hata elipsleri

k P Olasiligi Elipsin adi
0.70111 | 0.19874 Helmert ortalama hata elipsoidi
1.08765 | 0.50000 Miihtemel hata elipsoidi
1.18137 | 0.57506 Mutlak ortalama hata elipsoidi
1.022474 | 0.60837 Andra ve Mohle ortalama hata elipsoidi
1.032791 | 0.68268 Wellisch ortalama hata elipsoidi

olarak elde edilir. Burada her biri ;
x—>N(u,02) . y->N(u,0l) ve z->N(y,o0?)

parametrelerine gore normal dagilima sahip rastgele degiskenlerin korelasyonlu
degiskenler olas1 halinde, bunlarin bilesik olasilik fonksiyonu,

Exp— (x— 1) £ (x~ 1) 6-127

f(x,y,2)= ——
eng? 2

olur. Burada kullanilan ¥ varyans- kovaryans degerleri,

Ow Ox Oy
1=|\o, O, O, 6-128
Oy O-yz Oy

36



seklindeki kare simetrik matrisin elemanlar1 olarak verilmektedir. Bu durum, her biri
farkli normal dagilima sahip;

X, = N(4,07)
X, = N(ﬂziazz)
Xy = N(u,,07)

gibi n adet rastgele degiskenli bilesik normal dagilima genellestirilirse;

X Hy X —
X X, —

X = :2 , M= 'u:Z ve X—pu= 2 ,'u2 6-129
Xn H, Xn 4

olmak iizere, bilesik olasilik fonksiyonu,

f(x)

1 1 1
X) = Exp—— (x— ) " (x - 0)
et 2 " :

ve X varyans- kovaryans degerleri de,

O Oy O1n
- O 0_.22 O
Gln GZn O-nn

bi¢iminde ifadeler olarak verilebilir.
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